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Resum: El càlcul de propietats òptiques no lineals utilitzant la teoria del funcional de la densitat (DFT) continua sent un repte. 
Els funcionals híbrids de rang separat són els que aconsegueixen prediccions millors per a la segona hiperpolaritzabilitat (γ). 
Tot i això, els seus errors encara depenen molt de la família de molècules que s’estudiï. En el nostre grup hem desenvolupat 
una nova estratègia per ajustar el funcional de rang separat LC-BLYP per a cada molècula, millorant-ne la precisió per calcu - 
lar γ. Els errors en el càlcul de les γ que s’obtenen amb el nostre nou funcional (OTα-LC-BLYP) es redueixen a la meitat  
comparant-los amb els errors dels funcionals més acurats.

Paraules clau: DFT, química computacional, hiperpolaritzabilitat.

Abstract: Computation of nonlinear optical properties by means of the density functional theory (DFT) is still a challenge. Al-
though range-separated hybrid functionals display the best performance for the second hyperpolarizabilities (γ) to date, their 
errors are still dependent on the type of molecules studied. Our research group has developed a new strategy to optimally tune 
the range-separated hybrid LC-BLYP functional for each molecule, improving the accuracies in γ calculation. The average error 
of γ values obtained with our new functional, OTα-LC-BLYP, is reduced by half as compared to the most accurate functionals 
applied up to now.

Keywords: DFT, computational chemistry, hyperpolarizability.

Introducció

E
ls materials que presenten propietats òptiques 
no lineals (NLOP) són d’un gran valor industrial 
i tecnològic, ja que s’utilitzen en aplicacions 
tan diverses com el desenvolupament de nous 
dispositius làser, les telecomunicacions o com a 
agents de contrast en medicina [1-5]. Per en-
tendre d’una manera completa el comporta-

ment d’aquests materials i poder-ne dissenyar de nous amb 
NLOP a mida, la química computacional pren una gran relle-
vància. A escala molecular, l’energia en presència d’un camp 
elèctric es pot expandir en sèrie de Taylor: 
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En aquest cas, μ és el moment dipolar permanent, α la polarit-
zabilitat lineal, i β i γ la primera i la segona hiperpolaritzabili-

tats, les quals confereixen al sistema químic la capacitat d’ex-
perimentar una polarització electrònica no lineal respecte al 
camp elèctric aplicat. És a dir, com més rellevància tinguin β  
i γ a la sèrie de Taylor, més NLOP es preveuen per al sistema.  
Per calcular acuradament les hiperpolaritzabilitats, es requereix 
treballar amb una funció d’ona que inclogui la correlació elec-
trònica, com, per exemple, els mètodes ab initio post-Hartree-
Fock (post-HF). Aquest tipus de càlculs, tot i ser molt precisos, 
són molt costosos computacionalment i, per tant, només es po-
den obtenir per a sistemes molt petits o model. Així doncs, hi  
ha un gran interès per aconseguir calcular de manera acurada 
les hiperpolaritzabilitats amb la teoria del funcional de la den-
sitat (DFT), que és un mètode que també inclou la correlació i 
que és computacionalment rendible. Malauradament, no es co-
neix la forma exacta del funcional i, per tant, s’ha de treballar 
amb aproximacions (DFA) d’aquest. Els DFA actuals fallen espe-
cialment a l’hora de calcular la segona hiperpolaritzabilitat (γ), 
que és la propietat en la qual se centra aquest estudi. Dins la 
immensitat de DFA de què disposem actualment, els millors 
funcionals per calcular γ són els funcionals híbrids. Entre 
aquesta família de DFA, concretament els funcionals híbrids de 
rang separat (RSH) són els que donen millors resultats. Aquests 
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funcionals es caracteritzen per incorporar un percentatge d’in-
tercanvi exacte en la definició del DFA que varia en funció de la 
distància electró-electró. Per fer-ho, l’operador 1/r̂1,2 per a 
l’energia d’intercanvi se substitueix per una funció, que depèn 
dels paràmetres ρ, ζ i ω i de la distància interelectrònica:
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Aquí, ρ és la quantitat d’intercanvi exacte afegida a totes les 
distàncies electró-electró, ζ regeix la quantitat d’intercanvi 
exacte extra afegida només a llargues distàncies electró-electró 
i ω controla la rapidesa de la transició entre la zona de curta 
distància electró-electró i la de llarga distància electró-electró. 
Un exemple d’RSH ve donat per LC-BLYP, que es caracteritza 
per basar-se en el funcional pur BLYP [6-7], i el modifica em-
prant els paràmetres ρ = 0,0, ζ = 1,0 i ω = 0,47 Bohr−1; això as-
segura que, en distàncies interelectròniques llargues, el funcio-
nal utilitza un 100 % d’intercanvi exacte, la qual cosa redueix 
molt l’anomenat error d’autointeracció (SIE) i també provoca 
que el potencial de correlació i intercanvi (VXC) decaigui de ma-
nera proporcional a 1/r, fet que no poden reproduir altres DFA.

Els paràmetres ρ, ζ i ω es van calibrar originalment a partir de 
diversos tests amb bases de dades de sistemes amb característi-
ques electròniques particulars, però es poden modificar de ma-
nera més o menys arbitrària. Una manera de seleccionar parà-
metres de manera no arbitrària és adaptar-los (habitualment 
modificant ω) específicament per a cada molècula de tal mane-
ra que s’imposi una condició que el funcional exacte compleix, 
fet que millora conceptualment la qualitat del funcional. Una  
de les estratègies més conegudes és imposar que l’energia de 
l’orbital ocupat de més alta energia correspongui a l’energia  
del potencial d’ionització canviada de signe, és a dir, imposar  
el teorema de Janak [8]. Si aquest requeriment es compleix tant 
per al sistema neutre com per al sistema aniònic, en què el po-
tencial d’ionització correspon a l’afinitat electrònica del siste-
ma neutre, l’equació que s’ha de minimitzar és la següent:
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on IP (N + i,ω) correspon al potencial d’ionització del sistema 
neutre o aniònic calculat amb un valor de ω determinat, i  
Ehomo(N + i,ω) correspon a l’energia de l’orbital ocupat de més 
alta energia per al sistema neutre o aniònic calculada amb un 
valor de ω determinat. Aquesta estratègia s’ha utilitzat amb 

èxit per calcular estats excitats de transferència de càrrega o 
absorcions òptiques en sòlids monodimensionals [9-10]. Però, 
malauradament, no ha donat bons resultats per als càlculs  
de γ i, per tant, és necessària una nova estratègia per adaptar 
el paràmetre ω. En aquest treball es proposa adaptar el parà-
metre ω del funcional LC-BLYP per a cada molècula d’un con-
junt representatiu de seixanta compostos amb característi-
ques electròniques diverses, agrupant sistemes amb γ petita i 
γ gran (figura 1), de tal manera que el nou paràmetre ω triat 
per a cada molècula sigui capaç d’obtenir una γ molt més pro-
pera al resultat obtingut pel mètode coupled-cluster amb ex-
citacions senzilles, dobles i inclusió de les triples pertorbacio-
nalment (CCSD(T)), a priori de millor qualitat.

H H n = 1-5
H N N

H

n = 0-5
H H H H

n = 0-7
H

n = 0-5

n = 0-6
R

R = COOH,     
CONH2

,
      

CHO,      
NH2

,
      

OH

H

H H
H

O C O

H
O

H
N

H H
H

HH

N N O O C O

H F

N N O

F C NH C N H N C

H
O

O
H

H H

O

B

OH

HO OH

HO OH

O

H
N

O
H

O
N

OHO
N+

O
-

O

Figura 1. Les seixanta molècules que formen el test d’estudi. Elaboració pròpia.

Resultats i discussió

Correlació entre ωCC i la polaritzabilitat

Per a cadascuna de les seixanta molècules estudiades, es va 
calcular el valor de ω que s’ha d’emprar per tal de reproduir els 
valors de γ calculats amb CCSD(T), que anomenarem ωCC . Se-
guidament es van provar diversos descriptors relacionats amb 
la γ que fossin genèrics i fàcils de determinar. En concret, es van 
provar diversos índexs de deslocalització electrònica [11], ener-
gies d’excitació i la mateixa γ calculada amb el funcional sense 
modificar, per tal que actués com a autodescriptor. Finalment, 
es va veure que la polaritzabilitat (α) calculada per LC-BLYP era 
el descriptor que donava lloc a prediccions més acurades. Per 
tal de construir un descriptor amb la màxima extensió possible, 
es va decidir utilitzar α/N, on N és el nombre d’electrons. Com 
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que ω està comprès en el rang [0,1] i, en canvi, α/N teòricament 
pot prendre qualsevol valor real, per tal de reduir-ne el domini, 
s’utilitza com a descriptor final log(α/N), que anomenarem lα. 
La correlació obtinguda presenta un valor de R2 = 0,77 (figu-
ra 2). Tenint en compte que una desviació respecte a ωCC de 
∆ω = 0,05 Bohr−1 gairebé no afecta el valor final de γ, amb 
aquest valor de R2, que per a altres objectius es consideraria 
baix, n’hi ha prou per obtenir resultats de γ de bona qualitat.

Figura 2. Correlació entre ωCC i el descriptor lα obtinguda amb les seixanta 
molècules de l’estudi (vermell). Addicionalment, posició de les molècules del 
conjunt A (verd) i B (blau) en el núvol de punts (vide infra). Elaboració pròpia.

Comparació respecte d’altres funcionals

A partir de la correlació entre log(α/N) i ωCC es pot obtenir una 
ω diferent adaptada per a cada molècula i, subseqüentment, 
calcular una γ de millor qualitat. Anomenarem aquest nou 
mètode OTα-LC-BLYP. Aquest procediment es va dur a terme 
per a les seixanta molècules estudiades: es van comparar els 
errors absoluts mitjans (MAE) i els errors relatius mitjans 
(MAPE) respecte als valors amb CCSD(T), i es van comparar 
amb els errors que presenten diversos funcionals ja coneguts 

a la literatura (figura 3). Concretament, es van estudiar els 
funcionals híbrids globals GGA (aproximacions de gradient 
generalitzat), com ara B3LYP [6-7], PBE0 [12] i BH&HLYP 
[13]; els híbrids globals meta-GGA M06-2X [14] i MN15 [15]; 
els funcionals de rang separat LC-BLYP [16], CAM-B3LYP [17] 
i ωB97XD [18], i el funcional LC-BLYP adaptat de manera òp-
tima basant-se en la minimització de la funció J(ω) (eq. 3), 
que anomenarem a partir d’ara OTJ-LC-BLYP.

Com es pot observar a la figura 3, els funcionals híbrids són 
els que donen errors de més magnitud, tant en valor absolut 
com de forma relativa. En concordança amb altres estudis 
[19], quan s’incorpora una quantitat superior d’intercanvi 
exacte dins la mateixa família de funcionals (passant de 
B3LYP a BH&HLYP o d’MN15 a M06-2X), es redueixen  
de manera significativa els errors obtinguts (MAPE ≈ 60 %  
a MAPE = 23 %, en el cas de B3LYP a BH&HLYP). Tal com era 
previst, la família de funcionals que presenta errors més  
petits és la dels funcionals de rang separat. Tot i això, si  
es compara amb la resta de funcionals de rang separat,  
incloent-hi LC-BLYP (MAPE = 20 %), que és el funcional en 
el qual es basa la nostra aproximació, OTα-LC-BLYP redueix 
dràsticament l’error mitjà (i. e., MAPE = 6 %). Per la seva 
banda, el MAE es redueix a la meitat en passar d’LC-BLYP a 
OTα-LC-BLYP. Aquest fet remarca que un canvi en la manera 
de calcular l’energia d’intercanvi produeix un gran canvi en 
la precisió de la γ calculada.

Tests en noves molècules

Es van dissenyar dos conjunts de molècules (conjunt A i con-
junt B; figura 4), que presenten possibles fonts de NLOP dife-

Figura 3. MAPE i MAE en la predicció de γ per a tots els funcionals estudiats 
respecte de CCSD(T). Elaboració pròpia.
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rents a les seixanta molècules estudiades inicialment. El siste-
ma A consisteix en les molècules d’o-, m- i p-benzí, les quals 
poden presentar NLOP grans degut al seu caràcter radical. El 
sistema B presenta un conjunt de dímers enllaçats per ponts 
d’hidrogen, els quals poden incrementar les NLOP del sistema 
conjunt.

La γ d’aquestes molècules es va calcular amb OTα-LC-BLYP, 
així com amb la resta de funcionals descrits prèviament i el 
mètode CCSD(T). Per al sistema A, el mètode OTα-LC-BLYP va 
presentar el MAPE més reduït (6 %) d’entre tots els mètodes 
provats, mentre que, per al conjunt B, el nostre nou funcional 
està entre els millors funcionals: tots presenten un MAPE 
molt similar (8 %) (figura 5). Globalment, el funcional OTα-LC-
BLYP és una bona eina per calcular les propietats òptiques de 
tots els compostos estudiats.

Conclusions
En aquest treball es presenta un estudi complet de l’error de 
diversos funcionals per calcular la segona hiperpolaritzabili-
tat, utilitzant com a referència els valors obtinguts amb CCS-
D(T) per a un conjunt de seixanta molècules. Seguint la línia 
de diversos estudis previs, els funcionals de rang separat són 
els més acurats. Per a cadascun dels seixanta sistemes quí-
mics, i basant-nos en el funcional LC-BLYP, s’ha determinat el 
valor del paràmetre ω necessari per reproduir la γ obtinguda 
amb CCSD(T). Hem confirmat que aquest paràmetre és essen-

cial a l’hora de dissenyar nous funcionals de rang separat per 
al càlcul de les NLOP. La γ més precisa és la que s’obté després 
del càlcul amb el nou funcional OTα-LC-BLYP, que aconse-
gueix reduir a un terç el MAPE, i a la meitat el MAE, d’LC-
BLYP. El disseny d’OTα-LC-BLYP es basa en una correlació 
quadràtica entre ωCC i el descriptor lα. El nou funcional de 
rang separat OTα-LC-BLYP utilitza aquesta correlació per pre-
dir el valor adaptat de ω que reprodueix el valor de γ obtingut 
amb CCSD(T).

Els resultats obtinguts per als conjunts moleculars A i B són 
molt prometedors, i suggereixen que aquesta correlació es pot 
generalitzar per incloure un espectre més ampli de sistemes 
moleculars i molècules que presentin grans γ degudes a mo-
tius diferents a la deslocalització de tipus π.
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